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 Как показано ранее в работах авторов [3], проекция напряженно-деформированного 
состояния (НДС) материала осмысливается как взаимодействие структурных связей по 
мере возрастания внешней нагрузки. 
 Экспериментальные данные, полученные на основе большого количества 
испытаний различных материалов, позволили установить, что различные в отношении 
своих механических свойств, они ведут себя, тем не менее, очень сходно. 
Поэтому, если правильно установить переменные параметры для оценки интересующих 
нас физико-механических свойств, то обобщенный критерий предельного состояния 
можно установить с помощью одних и тех же соотношений – инвариантов. 
 Согласно «синтетической теории прочности» академика Е.И. Шамякина [1], 
большинство природных и синтетических материалов в различных условиях нагружения 
проявляют себя как структурные системы, которые изменяют свои свойства от начала 
нагружения и вплоть до перехода в предельные состояния, характеризующие потерю 
упругости, прочности или устойчивости. 
 Установлено, что эксперимент фиксирует, лишь отклик поведения структурной 
системы на внешнее воздействие. И поэтому можно установить только характер 
изменения величины функциональной нелинейности поведения объекта исследования. 
 Но, в месте с тем, именно величина  функциональной нелинейности определяет 
условие перехода структурной системы к предельному состоянию. 
 В настоящее время при изучении прочности и трещиностойкости таких материалов 
как цементобетоны и асфальтобетоны, керамика и стекло, рассматриваемых в инженерной 
практике однородными и квазиоднородными, прменяется нелинейная механика 
разрушения, однако при исследовании органоминеральных грунтов эта наука не нашла 
еще должного применения. 
С учетом реальной мерности пространственно-временных характеристик природных 
систем, как сплошных сред, с учетом математических множеств, проявляется свойство 
дистортности [2 – 5]. 
Математически такого рода зависимости выражаются нелинейными функциями одного 
или нескольких переменных.  
Установлено, что геометрический образ нелинейной функции НДС есть кривая на 
плоскости или искривленная поверхность в пространстве трех координат (1, 2, 3).  
Помимо визуализации результатов экспериментов и анализа данных натурных измерений 
существует область математического моделирования процессов и явлений, которая 
базируется на графическом представлении информации.  
В настоящей статье авторы продолжают дальнейшее развитие теории оценки предельных 
состояний на примере природных структурных систем, включая органоминеральные 
грунты [5]. 
В качестве обобщенных характеристик напряженно-деформированного состояния 
структурных систем принимается зависимость между интенсивностями напряжений i и 
деформаций i.  
В качестве базовых приняты диаграммы растяжения (сжатия) материала, выражающие 
экспериментальные зависимости между условными напряжениями i и условными 
деформациями i, причем i = Р/F; i = L/L, где Р – нагрузка, приложенная к образцу, 
размеры которого до деформации обозначены так: F – площадь сечения образца; L – его 
длина; L – абсолютное удлинение (укорочение). 
 Большинство типичных экспериментальных диаграмм i=f(i) растяжения (сжатия) 
имеют максимум, соответствующий пределу прочности материала п и соответствующее 
значение деформации – п.  
 Для пластических материалов после достижения экстремума на диаграмме 
присутствует нисходящая ветвь вплоть до точки р, которая определяется условными 
напряжения, соответствующими разрыву образца.  
Для хрупких материалов диаграммы не имеют нисходящей ветви и максимума, здесь 
следует принимать условие, что разрушение наступает при р = п. 
 Оценку закономерностей деформационных процессов удобней производить в 
инвариантной форме, для этого экспериментальные деформационные диаграммы 
представляются в приведенной системе координат =i/п;  =i/п; 0 ≤  ≤ 1, 0 ≤  ≤ 
1. 
Континиум любой системы можно представить в виде двух полюсов на прямой, где одним 
полюсом является «необходимость», а другим – «случайность» 
Любые диаграммы стандартным образом, причем основная часть диаграммы 
деформирования материала можно представить в приведенной системе координат (0, 1), 
как показано на рис. 1.   
  Диаграммы удобно сравнивать друг с другом, даже если они относятся к 
различным природным и композитным материалам. Приведенные изображения 
проявляется, в частности, при аппроксимации кривых аналитическими выражениями в 
виде полинома.  
            В ряде случаев функциональные кривые можно линеаризировать путем 
преобразования переменных, например, логарифмированием, переходом к угловым и 
тригонометрическим параметрам в приведенной системе координат в инвариантной 
форме. Важную роль играет площадь сегмента 0АСБ0, которая характеризует 
нелинейность диаграммы работы материала.  Площадь 0ЕСА0 представляет собой 
необратимую часть работы материала (энергия микронапряжений, возникающая в 
процессе упруго-пластичекого деформирования). 
          Оценка прочностных и деформационных свойств любых материалов могут быть 
оценены путем сопоставления энергетических инвариантов, устанавливаемых на основе 
приведенной диаграммы работы материала при его деформировании (табл. 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
Рис. 1. Диаграмма работы материала при деформировании 
 
  
 
Таблица 1. 
Энергетические показатели работы материала  
Площадь Энергетические составляющие 
0ЕСД0 U – удельная энергия деформирования линейно-упругого тела. 
0АСД0 N – удельная энергия деформирования нелинейно-упругого тела. 
0ВСА0 D – дополнительная энергия. 
0ВЕ0 V – энергия начального состояния материала. 
0ЕСА0 S – cкрытая энергия. 
0АСБ0 R – рассеянная энергия – нелинейная часть диаграммы работы 
материала. 
0БСД0 L – линейная часть диаграммы работы материала. 
0МД0 P – потенциал работы материала. 
 
 Интегральные характеристики кривых  –  имеют большое значение при 
аппроксимации экспериментальных данных. 
 В приведенном единичном квадрате основные взаимосвязи энергетических 
параметров определяются следующим образом (рис. 1) 
D + N = 1; N – L = N – ½ = R = Р; U – V – R = D. 
 При этом критерий оценки изменения упругопластических свойств материала 
выражается соотношением 
 = S/R, 0 < < . 
 Зная величину , можно судить о структурной прочности материала на различном 
уровне его напряженно-деформированного состояния. 
 Функцию удельной энергии деформирования нелинейно-упругого тела (N) в 
приведенной системе координат можно представить при помощи уравнения Ленгмюра  
N = kх/[1 + (k – 1)х], 
где k=tg – функциональный параметр, влияющий на изменение нелинейности процесса; 
 – угол касательной к кривой в начальной точке координат. 
 Величину потенциала работы материала можно выразить из соотношения 
Р = N – L = kх/[1 + (k – 1)х] – х. 
 После некоторых преобразований получаем обобщенную формулу для 
определения потенциала в виде: 
Р = (k –1) х (1 – х)/[1 + (k – 1)х]. 
 На основе решения системы уравнений получаем следующую связь: 
N = kх/[1 + (k – 1)х],  
N = 1 – х. 
 Тогда критериальное уравнение нелинейности при х = ХА будет иметь вид  
(k – 1)ХА2 + 2ХА – 1 = 0. 
 Откуда получаем окончательное решение относительно показателя уровня 
нелинейности в виде: 
ХА = 1/(1 +  k) или k = (1 – 2ХА)/ХА2. 
 Подставляя полученное выражение для k, после преобразований, запишем 
зависимость вида:  
Р = 1 – 2ХА = ПК(Л), 
где параметр ПК(Л) в приведенной системе характеризует величину нелинейности по 
сравнению с линейной функцией У=Х, что соответствует уровеню нелинейности ХА=0,5.  
Величину ПК(Л) будет определим из условия: 
ПК(Л) = 2(0,5 – ХА) = 1 – 2ХА. 
 Обобщение теоретико-экспериментальных исследований НДС природных и 
композитных материалов позволяет классифицировать предельные состояния, а также 
проследить их поведение при переходе от устойчивого равновесия к разрушению.  
 Проведенные преобразования исходного модельного уравнения Ленгмюра можно 
принять в качестве доказательства теоремы о взаимосвязи инвариантов с учетом 
физической и геометрической нелинейности (теорема 1-D), которую можно 
сформулировать следующим образом: «в приведенной системе координат уровень 
нелинейности состояния материала ХА (положение критериальной точки на приведенной 
диаграмме, рис. 1) является обобщенным инвариантом функциональной нелинейности 
состояния структурной системы». 
 Определение основных инвариантов дистортности в общей теории предельных 
состояний (ОТПС) [6, 8] являются этапом развития «синтетической теории прочности» 
(СТП), предложенной академиком РАН Шемякиным Е.И. [1].  
 Основные определяющие инварианты в «синтетической теории прочности» 
описывают напряженное состояние в виде: 
max = Т = (1 – 3)/2; n = (1  + 3)/2;  = (2 – n)/T.   
 Данные инварианты полностью характеризуют напряженное состояние в 
элементарном объеме среды. 
 Первый инвариант описывает действие максимального касательного напряжения 
на наклонной площадке и, соответственно, углы между первым и третьим главными 
нормальными направлениями. 
 Второй инвариант описывает действие нормального напряжения на наклонной 
площадке или сопротивление проскальзыванию.  
 Третий инвариант – параметр Надаи-Лоде –  описывает не только вид 
напряженного состояния и влияние второго главного напряжения, но и вид наклонных 
площадок, по которым происходит скольжение.  
 Влияние двух других экстремальных касательных напряжений запишем в виде: Т23 
= (2 – 3)/2; Т12 = (1 – 2)/2. 
 Достоинством такого подхода является возможность представления НДС для 
различных материалов на основании обобщенной диаграммы Мора (рис. 3, 4, 5, 7).  
 Известно, что при одноосном растяжении (двухосном сжатии)  =1, а при 
кручении  = 0. Это означает, что роль площадок с касательными напряжениями при  
= 1 по сравнению с  = 0 возрастает. 
 Введение трех инвариантов Т, n,  позволяет описать возникающую при 
необратимых деформациях и разрушении анизотропию сопротивления сдвигу и построить 
математическую модель деформирования твердых тел, адекватную физическим 
процессам.  
 На наш взгляд [8], для анализа структурной прочности материала на различном 
уровне напряженно-деформированного состояния необходимо учитывать масштабный 
фактор, то есть соотношение двух экстремальных касательных напряжений ПК(Л) = Т23 / 
Т12 = (2 – 3) /(1 – 2), где ПК(Л) – безразмерная величина для количественной оценки 
напряженного состояния в линейной системе координат.  
 Аналогом данного инварианта является соотношение значений главных 
напряжений по закону Кулона [6] 
                                           σ3/σ1 = tg2(π/4 – φ/2).                                         (1) 
Здесь φ – величина угла внутреннего трения грунта (рис. 3), который принято 
рассматривать как основной параметр прочности материала.  
 При этом левая часть уравнения Кулона представляет собой инвариант ПК(Л), а 
правая – инвариант состояния материала в нелинейной системе координат – ПК(Н)=tg(π/4 
– φ/2). Отсюда имеем соотношение ПК(Л) =[ПК(Н)]2. 
 Уравнение (1) может быть установлено на основании второй теоремы дистортности 
(II-D). 
 Приведем ее доказательство.  
 В прямоугольном треугольнике ΔАВС  (рис. 2) соотношение проекций катетов АВ 
и ВС на гипотенузу АС равно квадрату отношений катетов: 
АD/DC = (AB/BC)2  или  b/a = (n/m)2. 
 
  
 
Рис. 2. Расчетная схема  
для теоремы (II-D) 
 
 
 
 
  
Запишем начальные условия в виде: 
a + b = 1, n2 + m2 = 1. 
 Из треугольника ΔАВD имеем: 
h2 = n2 – b2 или h2 = m2 – (1 – b)2. 
 Тогда будут справедливы следующие зависимости: 
n2 – b2 = m2 – 1 + 2b - b2; 
b = [1 + (n2 – m2)]/2; 
a = 1 – b = [1 – (n2 – m2)]/2; 
b/a = [1 – (n2 – m2)] / [1 + (n2 – m2)]. 
 С учетом начального условия n2 + m2 =1, окончательно после соответствующих 
преобразований получаем соотношение вида: 
b/a = (2 n 2) / (2 m )2 = (n/m)2. 
 Что и требовалось доказать, т.е. ПК(Л) =[ПК(Н)]2. 
 В приложении к теореме (1I-D) впишем прямоугольный треугольник АВС в 
окружность с радиусом r = AC/2 = (a + b)/2. 
 Полученная схема аналогична двумерной задаче о предельном состоянии (рис. 3), 
где ПК(Л) = b/a = σ3/σ1, ПК(Н) = (n/m) = tg β = tg(π/4 – φ/2); β, γ – соответственно углы 
площадок скольжения n и m; φ – угол внутреннего трения; tg β – тангенс угла вида 
напряженного состояния. 
  
 
 
Рис. 3. Схема предельного состояния грунтов по теории Кулона-Мора 
 
 Угол внутреннего трения φ для различных видов нескальных грунтов колеблется в 
следующих пределах: песчаных 25° – 43°; пылевато-глинистых 7° – 30°. 
 Стоит обратить внимание, что угол внутреннего трения грунта зависит от 
коэффициента пористости. Коэффициент пористости изменяется от нуля (поры 
отсутствуют) до бесконечности (скелет грунта отсутствует). Чем меньше коэффициент 
пористости, тем больше угол внутреннего трения. Угол внутреннего трения характеризует 
трение между частицами грунта и в большей степени зависит от величины вертикального 
давления на грунт.  
Угол внутреннего трения песка зависит от крупности и его минералогического состава, а 
также от его пористости и в значительно меньшей степени от влажности.  
Угол внутреннего трения не совпадает по своей величине с углом естественного откоса, 
именуемого иногда углом «внешнего трения».  
Угол естественного откоса влажного песка может быть больше угла внутреннего трения, 
так как в этом случае действуют капиллярные силы, удерживающие откос от разрушения.  
 Для исходных значений главных напряжений 0<σ3<σм<σ1, представим  
следующую расчетную схему (рис. 4). 
Предельное напряженное состояние, или предельное равновесие, – это условие начала 
еще не возникших деформаций микроразрушений в грунте.  
 
 
 
Рис. 4. Диаграмма круга Мора для несвязных грунтов 
  
В качестве основного условия предельного состояния или условия прочности для 
органоминеральных грунтов наиболее широко применяют условие, сформулированное в 
работе [7]. 
Критерий прочности Кулона-Мора представляет собой билинейную зависимость 
касательных напряжений материала от величины приложенных нормальных напряжений 
(рис. 5).  Эта зависимость записывается как: 
τ = σ tg(φ) + C, 
где τ – величина касательных напряжений; σ – величина нормальных напряжений; C – 
пересечение кривой критерия прочности с осью τ.  
  
 
Рис. 5. Диаграмма круга Мора для связных грунтов 
 
Угол внутреннего трения φ и сцепление C вместе составляют сопротивление грунтов 
сдвигу. Под действием внешней нагрузки в отдельных точках массива грунта 
эффективные напряжения могут превзойти внутренние связи между частицами грунта, 
что вызывает скольжение или сдвиги на площадках. 
В связных грунтах имеет место как вязкие, так и водно-коллоидные связи. Разделить эти 
сопротивления часто не представляется возможным. 
 Если φ=0, критерий прочности Кулона-Мора превращается в критерий Треска .  
Если же φ=90° , то критерий прочности Кулона-Мора соответствует модели вязкой среды. 
Теория прочности Кулона-Мора широко используется в строительстве и в горном деле 
применительно к рыхлым несвязным и связным органоминеральным грунтам, а также 
применительно к обломочным сцементированным горным породам. 
В табл. 2 приведены основные прочностные свойства минеральных и глинистых грунтов 
по данным СН и П. 
 
Таблица 2. Основные прочностные свойства минеральных и глинистых грунтов (по 
данным приложения 1 СН и П 2.02.01-83* «Основания зданий и сооружений») 
 
Вид грунта 
Угол  
внутреннего 
трения,  
φ,◦ 
Параметр 
cостояния, 
 
ПК(Л) 
Параметр 
cостояния, 
 
ПК(Н) 
Критерий 
предельного 
состояния, 
КР 
Песчаные грунты 
Гравелистые и крупные 38 – 43 0,19 – 0,15 0,43 – 0,39 0,171 → max 
Средней крупности 35 – 40 0,27 – 0,22 0,52 – 0,47 0,164 – 0,169 
Мелкие 28 – 38 0,36 – 0,24 0,60 – 0,49 0,150 – 0,168 
Пылеватые 26 – 36 0,39 – 0,26 0,62 – 0,51 0,145 – 0,165 
Подробнее: 
Песок сухой 34 0,28 0,53 0,163 
Песок влажный 40 0,22 0,47 0,169 
Песок водонасыщенный 25 0,41 0,64 0,140 
Гравий сухой 45 0,17 0,41 0,171 → max 
 Вид грунта 
Угол  
внутреннего 
трения,  
φ,◦ 
Параметр 
cостояния, 
 
ПК(Л) 
Параметр 
cостояния, 
 
ПК(Н) 
Критерий 
предельного 
состояния, 
КР 
Гравий водонасыщенный 30 0,13 0,36 0,169 
Пылевато-глинистые грунты 
Супеси 18 – 30 0,53 – 0,33 0,73 – 0,57 0,114 – 0,156 
Суглинки 12 – 26 0,66 – 0,39 0,81 – 0,62 0,085 – 0,145 
Глины 7 – 21 0,78 – 0,47 0,88 – 0,69 0,056 – 0,127 
Подробнее: 
Глина сухая 25 0,41 0,64 0,140 
Глина влажная 22 0,45 0,67 0,132 
Глина водонасыщенная 15 0,59 0,77 0,100 
Лёсс 22 0,45 0,67 0,132 
Суглинки 20 0,49 0,70 0,124 
 
На рис. 6 приведена схема приведенного квадрата, где показана геометрическая связь угла 
внутреннего трения с положением критериальной точки А [ХА, УA] – параметра оценки 
уровня функциональной нелинейности, что позволяет установить следующую связь: 
φ = 2 arctg(1 – 2XA) = = 2 arctg (ПК(Л)). 
 
Рис. 6. Схема углов на площадках скольжения в приведенном квадрате 
 
Из (рис. 6) можно установить соотношение углов площадок скольжения φ = γ – β. 
 Отсюда следует вывод о физической сущности угла внутреннего трения: угол 
внутреннего трения φ – это параметр функциональной нелинейности материалов. 
 Основные инварианты «синтетической теории прочности» можно дополнить 
критерием предельного состояния КР =  ПК(Л), который предложен нами в качестве 
четвертого комплексного инварианта для качественной оценки напряженного состояния. 
С помощью инвариантов и критерия предельного состояния установим следующую 
взаимосвязь: 
параметр Надаи-Лоде равен  = (2 – n)/T; 
критерий предельного состояния 
КР =  ПК(Л) = (2 – n) (2 – 3) / [T(1 – 2)]. 
Проведем подстановку 3 = n – Т, тогда после преобразований получим выражение вида: 
КР = [(2 –  n) + T] (2 – n) /{T[T – (2 – n)]}. 
Введем обозначение W = (2 – n), тогда окончательно получим 
КР =  ПК(Л) = (W / T) (T + W) / (T – W) =  (1 + ) / (1 – ). 
При 2 – n  0, то тогда получаем ранее определенное выражение  
КР =  ПК(Л) = –  (1 – ) / (1 + ). 
Таким образом, предложенный критерий предельного состояния качественно дополняет 
основные инварианты в синтетической теории прочности.   
Экстремальное значение КРmax (обобщенного инварианта) разделяет условия 
создаваемого напряженно-
деформированного состояния в 
локальной области различных 
материалов на две качественные зоны 
(рис. 7), где 
А – допредельное состояние (зона 
устойчивости); Б – запредельное 
состояние. 
 Введение четвертого 
инварианта в «синтетическую теорию прочности» определяет условие предельного 
состояния на основе теоремы дистортности  (III-D), которая формулируется следующим 
образом: «среднегармоническая величина Хгар граничных значений изменения 
параметров состояния структурной системы определяет ее предельное состояние». 
 Исходя из граничных условий 
0 < Х3 < ХМ < Х1 < 1, 
тогда среднегармоническая величина будет определена из выражения: 
Хгар = 2/[(1/Х3) + (1/Х1)] = 2 Х3 Х1 /(Х3 + Х1). 
 Параметр ХМ (рис. 7) определяет предельное состояние структурной системы в 
точке М касания линии, проведенной из начала координат к окружности, построенной на 
экстремальных значениях величин Х3 и Х1. 
 
Рис. 7. Схема предельного состояния структурной системы 
  
 Из расчетной схемы (рис. 7), получим следующие выражения: 
sin φ = R/(X3 + R) или sin φ = (X3 + R – XM)/R, где R = (Х1 – Х3)/2. 
 Приравнивания, вышеприведенные выражения для sin φ, после преобразований, 
получим зависимость: 
(Х1 – Х3)/(Х3 + Х1) = (Х3 + Х1 – 2 XM)/(Х1 – Х3),  
где XM = f(Х3, Х1). 
 Окончательно получим выражение: 
Рис. 7. Критерий предельного  
состояния 
ХМ = 2 Х3 Х1 /(Х3 + Х1) или ХМ = Хгар, что и требовалось доказать. 
 Следствием теоремы (IIID) является связь критерия предельного состояния и 
величины ХМ: КР = (ХМ –Х3)Х1. 
 То есть, если параметр ХМ  характеризует условие наличия предельных состояний, 
то экстремальное значение критерия КРmax устанавливает обобщенный случай 
предельного состояния в инвариантной системе [9]. 
 Приведенные материалы теоретико-экспериментальных исследований показывают 
возможность применения четвертого инварианта в «синтетической теории прочности» для 
введения качественной оценки функциональной нелинейности состояния структурных 
систем, и установить взаимосвязь между геометрическими и физическими инвариантами 
дистортности. 
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